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L abito cbn tratto un tempo in vostra scuola dì 
non abbandonar mai ricerca geometrica senza averla 
per ogni verso , usando ciascun metodo , considera- 
ta , mirando sempre a condurla al grado xdi genera- 
lità , ed evidenza di cui mostravasi suscettiva, ha fat- 
to sì , che essendo io concorso al programma da Voi 
proposto in aprile del i 83g , mi occupassi , atten- 
dendo il giudizio su le mie risposte > ad estender le ri- 
cerche sugli argomenti $ che le riguardavano ) al che 
debbo il lavoro , che ora sottopongo al vostro severo 
giudizio , ed altri , che a mano a mano vi andrò pre- 
sentando , ed ai quali Voi , conoscendo i miei passi * 
mi avete più volte spinto > 

Verteva il primo quesito intorno al problema del 
Gramer , ancora al presente famoso , per le moltipli- 
ci secolari ricerche fattevi sopra da’ primi matematici 
del passato secolo , e del presente \ ed io » dopo aver 
presentata la costruzione , che già trovava™ aver e- 
seguita , dell' equazione rilevata dall’ insigne Lagran- 
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ge , e da Voi richiesta , fondandola assolutamente su 
que’ medesimi principi semplicissimi , ed elementari , 
che avevan guidato quel sommo uomo nell’ analisi di 
tal problema , e senza alcun ripiego estraneo , ho cre- 
duto compiere quest’ argomento, non solo con la solu- 
zione geometrica , valendomi degli stessi principi 
Lagrange , ma ancora tentando quella del problema 
esteso alle curve coniche , di cui per allora , atteso Io 
mie occupazioni divergenti dalle Matematiche , e la ri- 
strettissima sfera di relazioni , niente altro conosceva , 
che una soluzione puramente analitica data fuori dal 
prof. Tucci nel 1818, la quale , invero ,nèmen 
soddisfacevano interamente . Nè sono scontento della 
fatica in ciò durata , sembrandomi esser riescito ad ot- 
tenere per.,taj caso più generale una soluzione del pari 
elegaute , che la più semplice di quante se n’ eran giù 
date ]>cr 1 ’ altro elementarissimo del cerchio. Incorag- 
giato da questo buon successo , mi sono spinto oltre a 
tentare il problema generalissimo del poligono da iscri- 
versi in una curva conica , che per quanto sappia noi* 
ha finora ricevuto soluzione da alcuno de’ moderni ma- 
tematici , e con qualsivoglia metodo , ingegnandomi 
ottenerla per le pure vie geometriche , per le quali a 
me pare esser riescito in un modo da non lasciar altro 
a desiderare : di che non mancherò farne giudice il 
pubblico , e Voi, dopo avervi esposto 1 ’ argomento di 
cui ora mi sto occupando, e che dalle investigazioni su 
questo problema avendo preso origine , u’ è però come 
il preliminare . 

Or io ire’ varj tentativi , che faceva per risolvere il 
problema di cui parlo , imbattevano in diverse ricef- 
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che , e tra l’ altre di alcune locali, che sebbene scorgessi 
dal mio scopo aliene , pur sembravano» degne di con- 
siderazione ; le quali cose potendo ricscir utili in altre 
ricerche a /Eni, non tralascerò all’ opportunità dinotarle 
al pubblico : e debbo confessare , che mi era di non 
poco contento osservare , come dopo averle dalla Geo- 
metria ottenute , divenisse facile rilevarle col metodo 
delle coordinate; nel che prima con molla difficoltà , si 
sarebbe potuto riescire , e potrei anche dire , che per 
talune impossibile sarebbe stato il tentarlo. E ciò con- 
fermavano sempre più nell’ opinione con Voi comune, 
che parecchi diiEcili problemi si veggano con tal me- 
todo risoluti , sol perchè di essi n’ era già geometrica- 
mente conosciuta la riduzione, che ha servito di gui- 
da all’ analista in applicarvi quel metodo ; e talvolta 
per esservisi adoperato , cammin facendo , qualche ri- 
piego , che la Geometria sola poteva somministrare . 
Ma di tutte queste cose io non islimo addurre esem- 
pi , scrivendo a chi n’ è giudice competente , e poten- 
dole chiunque altro ben rilevare dall’ argomento stes- 
so , che mi sono ora prefìsso trattare , e dagli altri 
che ho accennali , e che andrò successivamente sot- 
tomettendo al severo ed imparziale giudizio de’ mate- 
matici moderni. Di fatti si vedrà dalla mia soluzione 
del problema del poligono , che invano si sarebbe ten- 
tata senza il soccorso di qualche geometrica conside- 
razione; e ciò senza dubbio è stara cagione , che /inora 
esso non si fosse da’ coltivatori dell’ analisi pura potu- 
to risolvere , non escluso il Gergonne , che certa- 
mente tra questi meritava un posto distinto , e che 
aveva ben avuta ragione di occuparsene , c far ogoi 
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sforzo per riescirvi , per essergli stato propósto , quaS» 
a pubblica disfida , e per convalidare la prevalenza de’ 
metodi geometrici , dal distintissimo suo compatriota 
Poncelet , com’ egli stesso accenna a pag. 334 del voi . 7 
degli Annali, così dicendo ... Dans un prochain arti- 
eie nous essayeron di ètendre nos procédès au probleme 
général ou il s'agit soit di inscire a une tigne du sécond 
ontre un poligone de m cotés , doni les cotès passeni 
par un mente nombre de points donnès , ioit eie. etc. 
Ma nulla avendo poi egli intorno a ciò pubblicato , è 
da credere essergli riescito vano ogni tentativo. 

Ho insistito su questo proposito , per ricordare il 
saggio precetto sempre da Voi inculcato f ed invano 
maliziosamente stravolto da taluni tra’ nostri coltivatori 
del solo metodo a coordinate , e spregiatori della Geo- 
metria antica , per non conoscerla affatto , che al geo - - 
metra convenga esser profondamente istruito in ogni 
metodo di inventare, conoscerne le risorse, e sapersene 
a proposito valere, talvolta accoppiandoli insieme^ on- 
de a forze riunite valgano a far nescire allo scopo pre- 
fisso : il qual saggio precetto è stato sempre consigliato 
da tùtt’ i sommi matematici moderni , e come il Cra- 
mermanifestamentc ripetea , dicendo ... Il y a dono , 
ce semble de 1 hutneur , et une sorte de caprice, à mè- 
priser une mèlhode si utile , et à J aire gioire de nemplo- 
yer qae I Analyse gèomètrique des anciens. Celle-ci , 
je l'avoue, a sur V Algebre le mérite di une évidence plus 
sensibile , et d une certame èlegances qui plait infini- 
ment 5 mais il s'en fatti beaucoup quelle soit aussi com- 
m i de, et aussi universelle . Donnei lui donc , sii vous 
voulez , la p refere nc e ; mais ne donnei point di éxclu- 
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sion a T aulre méthodc. Lcs vèritès mathèmntiqnes ne 
Soni pas si faciles à Irouvcr , qu'on doive chcrcher dii 
ménte à se fermer queloune des routes qui peuvent y 
conduire . 

Che se non avessero così giudiziosamente pensato il 
Cartesio , e tatti que’ distinti geometri , che appiglia- 
ronsi al metodo da lui proposto, ilNewton e’1 Leibnilz, 
dopo aver avuta nelle mani la potente leva, che i progres- 
si dell'analisi moderna ofl'rivan loro nelle considerazioni 
dell' infinito , e con essi i Bernoulli , 1' Eulero, e tut- 
te le loro scuole $ e se anche a’ nostri tempi il Lagran- 
ge, il Monge, ed ancor altri avessero a dirittura dispre- 
giata la Geometria, non si vedrebbe or questa, e per le 
sole vie ad essa improprie della modernissima analisi, 
aver acquistato quel dominio , e quella faciltà in ri- 
solver problemi , e generalizzarli , che tanto distingue 
1' attuale perfezionamento di essa. 

Ma non so per quale stranezza , io mi sia indotto a 
digredire con Voi, ripetendovi quegli stessi sani precet- 
ti , che da Voi già appresi , e da’ quali nutriti molli 
vostri allievi, or professano con pubblica utilità le Ma- 
tematiche tra noi , ed in esse distinguonsi ? Ritornando 
dunque al mio proposito , dirovvi , che all’ occasione 
dell’ argomento anzidetto , essendomi messo a svolgere 
gli elaborati volumi degli Annali di Malematica pub- 
blicati dal Gergonne , che non sono già da conside- 
rarsi come una delle solite compilazioni periodiche , 
ina sì bene come una spelta raccolta di Memorie impor- 
tanti , ed utili a’ progressi di nostra scienza , fui non 
poco sorpreso nel vedervi ripetutamente proposto il 
problema generale del poligono , e con vivissimo desi- 
derio che si riescisse a risolverlo. Rileva va inoltre da es- 
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si che il problema del Cramer esteso alle curve coni- 
che era già sialo compiutamente risoluto in diversi mo- 
di con 1 ' antica Geometria , e vi ammirava una sola 
soluzione col metodo delle coordinate , che usando 
nuovi , ed ingegnosi ripieghi aveva ordita il Gergonne 
medesimo lìn dal 181C , soluzione pan a quella di so- 
ma dette dal nostro prof. lucci posteriormente pub- 
blicate , che anzi rischiarava di questa l andamento , 
e toglieva ogni difficoltà sulla semplicissima costruzio- 
ne cui pervenirsi . Ma il problema del poligono , par 
che avesse elusi tutti gli sforzi , ed 1 tentativi fatti * 
e non debbo tacere , che fissò molto la mia attenzio- 
ne uno squarcio di lettera diretta dal sunnominato in- 
signe matematico francese Poncelet al Gergonne , ove 
accennava di una sua soluzione di tal problema , ri- 
portandone la sola costruzione , tacendo affatto la via, 
e 1 metodo onde eravi pervenuto , per la ragione thè 
or trovo a proposito rammentarvi. 

Aveva il Gergonne fatto ogni sforzo , per ottene- 
re con l’analisi pura , metodo da lui prediletto , e , 
convien dirlo , perfezionato , la soluzione del proble- 
ma del Cramer esteso alle curve coniche , onde rile- 
varne arditamente la superiorità di un tal metodo sul 
puro geometrico degli antichi > al che opponendo sue 
Lioni il Poncelet , in una lettera a quello indirizzata 

"5 ( Anaali 8. an. .8.6, P- »*9 ) • »*> 

conc l.lbcv, ,*r »i« di blu. 1 ? 

par cc ma ,U ftMruparc , ,-a.J ,MÌU* 
teulrmcnt celle drs ancienr, c esi a dire , re /< 
mltivé Ics Euclidei , les Apollontus , Ut Fictes , Ics 
Fermali, Ics Vivici , Ics Ualley «*./ ayouenu vc- 
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lóntieri , que , malgti F estime , qu elle mirile a piu - 
sieurs igards, je suis parfiaitement cF accord avec vous^ 

J' ajoulerai mime que je ne pensc pas qu' uvee le se* 
eours scul de celte giometrie on puisse jamais parvenir 
a quel que chose de bica gioirai. Or, on ne saurait 
douter , que la gènèralilè des Solutions ne soit , le plus 
souvent la source de leur éligancc } et de le ur sim - 
plicité . 

Mais si par giometrie pure , vous voulez entendre, 
cn gioirai celle ou F on s’ enterdit simplemeut F usa * 
ge de ha mithode des coordonnies, ou mime de toute 
cspece de calcul quelconque qui permettrait de perdre 
momentanement de vue la figure doni on s' occupe £ 
si par la vous voulez disigner celle giome trie , culti- 
eie par les modernes , dans la quelle , au moyen des 
notions d infinimenl petis , on parvient a decouvrir 
les rclations qui esóislent entre les diVerses pàrtieS (Fune 
figure supposie variable $ si Vous voulez parler enfiti 
de cette giometrie qui consàie d chercher dans les prò - 
prieUs de F itcndue a trois dimentions la solution d 
un problente de la giometrie piane , pour ripdsset 
’ ensuite de celle ci a ce qui concerne la giometrie de F 
espace j je dèclare franchement que je ne saurais 
admettre avec vous Mónsiear , que cette giometrie ne 
puisse donner a la fois , des Solutions ùussi simples , 

et ausst iligantes que celleS qu’ on deduit du calcul . > 

«T avoue mime que j' incline fortement a penser que 
Iraitie a son tour d une maniere convcnable , et moins 
teslreint quon ne F a fiait jusqu ici , elle peut fornir , 
parla voie d intuition , qui lui est propre, et pour cer- 
tame s classe* de problcmes , des Solutions , qui F tm* 
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portoni de beaucoup sur celici qu on dediut de la gèo* 
nièlrie analytique , ménte dans C elat de perfection an 
quelle clic est aujourdhui parvenue . 

Je ne ripèterai pas enfaveur de la géometrù pure , 
ce qu en orU deja dii les plus grandes gèomctres j / 
essayerai seulcment , dans ce qui va suivre , de donner 
des exemples particuhers, propres a conjirmcr et a ju- 
stisier F opinion que j e me suis formi sur ce point . Il 
ne suffirait pas en effet , dans celle matiere, de rappor- 
ter des tpmoignagcs plus ou moins consacres , tu mento 
de simplcs raisonncmenls, quclquc solides qu dspuis-, 
seni d ailleurs paraitre ; mais ilfaut , en qi tei qua 
sorte, des preuves de fails, des preuves cxpènmcntales, 
qui puisscni cnlrer en parallele , polir f dogane e des 
rèsullals, avee cclles que càos avez vous ménte offerta 
enfaveur de la mélhode des coordonnies . 

Je ne prétends pas au surplus que la geometrie ra- 
ganelle ail toujours ! avanlagc sur f analysc, ni quon 
doive costainment la prifircr a celle dcrnierc , dans 
Ics rechcrcìies purement géometriques . Je pense , 
au contraire avee . Al. Dupin que chacune de ecs 
deux Sciences a des moyens qui lui sont propres , et 
qu on ne pourrait , sans un grand préjudice pour fa- 
vancement de la sciencc, cultivar é urte oul'autre d’uno 
maniere irop exclusive . T ajoutarai ménte qu il me 
parait qu on ne saurait trop s’ rfforcer de Ics èlèvcr , 
pour ainsi dire , de front, a la ménte hauteur } en en~ 
ployent les principes génèraux de l arutlyse a donner 
mix réiultats de la geometrie toute l exlension quileur 
man que d ordinane et qui appartieni essent ielle meni a 
ccux de la primiere j et en se scrvant réciproquemcnt 
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tlans celle ci des consiilerations de la geometrie , soit 
polir simplifierl étrtt de la question en la rarnencnt a 
tles circostances particulicres phls facdenient accessi - 
lles, soit pour f aire le c/ioix d inconriues le plus con- 
venablesi soit enfia pour interpetrer et poits developper 
Ics consequenccs giomelriques des re sull al s de scs vai - 
cu/i. J' ai toni lieti de ero ire, Mansiettr, qtie vous soit- 
scrircz volonliers a ces dcrniers refections , et que vous 
Ics trouverez lout a fail conforta es a vos propres idies 
sur la geometrie pure , et sur la geometrie analytique. 
Je crois dii ntoins en avoir pour prettve au grand nom- 
bre (C articles que vous avez fournis a votre rccueil pe- 
riodique , et nolament le dcrnicr des articles deja ci - 
tés , ou vous faites tisane de considcralions géomelri- 
ques preliminaires, pour simplifer la question , en ri- 
marquant quune construction qui peut s'effectuer avec 
la regie , pour f ime qtielconque des seclions coniques, 
est par la indine indislinctcrnent applicablc a toutes Ics 
nulres ... .Le premier des excmples qui suivent pa- 
railra d autant plus convenable que c' est prècisement, 
Monsieur , le probleme generai doni vous avez traiti 
le cas le plus simplc cc. . . . Toutes les constructions 
prècidemment indiquèes son principalemeni dèduites 
de deux thioremes giniraux , doni nous nous borne* 
rons , pour le prisent , a faine connaitre T cnoncèe. 

i . Un poligone quclconque etani inserii a une Se- 
ction Conique , si l ori vieni a le faine vnrier de tou- 
tes les manieres possibles , de manier cependant quii 
ne cesse pas d etre inscrit a la courbe , et que lous ses 
cotis, excepte un seul, passent constammcnt par deuX 
poles fxes , le coti libre set yt , dans son mouvemcnt> 
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perpetueUemenl tangent a une autre Sectìon conique, 
touchant la primiere en deux points. 

a. Un poligone quelconque ètant inserii a une Se-* 
ftion Conique , si 1 on yient a le j 'aire varie r de toules 
les manieres possibles , de maniere cependant qu il 
ne cesse pas <C élre circonscrit a la conrbe, et que tous 
fes sommets, cxcepté »n sepl , s'appuient constamment 
sur des droiics Jìxes , le somrqet libre dccrira dans son 
mouvement un autre Section Conique , touchant la 
primiere en déux points. 

E queste validissime ragioni del Poneelet , facendq 
(rivenire alquanto il Gergonne dal suo primo pensamen-r 
to , con ingenuità pari al suo merito, lindusscro a con- 
fessare , in un articolo inserito nel voi. 8 degli Anna- 
li, dopo la citata lettera del Poneelet che .... Au sur- 
plus, la nature des problèmes semlle devoir injluerd 
une maniere notarle sur le choix des mèlhoàes . Il 
arrivo souyent , en effet , que Ielle méthode qui triom- 
pke sans effortf de cyrtains problèmes , éc/ioue , au 
contraire , contro il autrès qui ccdcnt a leur tourfaci- 
lement a des nphhodes differenti', et C art de pressen - 
tirai avance , dans chaque cas particulier , de la 
quelle d 1 entro elles on peut se promettre le plus de 
fuccés, n est poinl la partie la moins importante ni la 
moins difficile de la science dugèometre . On doit re-, 
marquer , au surplus , qu il est certains problèmes qui 
scmblent se montrer égalemcnt rébclles a toules Ics 
mèlhodes j et tels soni par excmple , celai de l inscri- 
plion de trois cercles au triangle, et de quatres sphoe-, 
res au telracdre . 

Pour en venir presenlcmenl a l abjet particulier de 
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la lettre de M. Poncelet , Je m' ompresse dereconnai- 
tre la superiorité de ses méthodes . . , . On ne peul 
donc que fi aire des voeux patir que V auteur , aprés a- 
voir aussi vivement piqués la couriosité des lecteurs , 
‘ vernile bien enfiti la satisfairc complétement , en fai - 
sant connaitre les tkéories sur les quelles reposent ses 
ingenieuses , et èlègantes constructions. 

A me però sembrava ancora non ben fondata la di- 
stinzione del Poncelet tra Geometria pura, e quella de- 
gli antichi , intendendo per questa , coni’ ei stesso di- 
ce , la scienza degli Euclidi , A pollo nj , de’ Vieta , 
Fermai , Vivìani , Halley, ec., che abbassava tanto da 
credere non potersi con essa mai pervenire ad ottenere 
qualche cosa dt ben generale j e sorprende va mi non 
poco , die un uomo sì distinto , e tanto versato nella 
lettura delle opere degli antichi , e de’ moderni colti- 
vatori de’ loro metodi , quanto egli il dimostra essere , 
avesse potuto estrinsecare siffatta proposizione , che 
non è già comprovata ove si ponga a confronto la sua 
costruzione pel problema del poligono con qoella da ras 
ottenuta precisamente coi solo mezzo delia geometria 
degli Euclidi , ed Apollonj. Si ravvisa inoltre nell’e- 
nunciazione de" due teoremi , da quali il dotto geome- 
tra francese rileva la sua costruzione , un concetto , 
che non si accorda co’ risultati a’ quali io son pervenu- 
to, cioè che la locale, di cui vi si parla, toccar debba 
in due punti la curva proposta, il che è perfettamente 
occidentale , e non necessario , verificandosi soltanto 
nel caso, che una certa retta intersechi la curva pro- 
posta come tra breve sarà da me mostrato : ma per 
poter discutere ioK>rno a tal conseguenza couverrcb- 
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l>e aver presenti i principi , da’ quali ha egli rilevati 
gli accennati teoremi. 

Tutte queste ricerche , mio ottimo signor profes- 
sore , che ad altri sembrerebbero assai aliene dall’ ar- 
gomento , che or mi propongo trattare , sono state , 
come a Voi è pur troppo noto, quelle che mi vi hanno 

condotto : ed è questo il seguente problema : Date 
due curve coniche trovare rispetto ad una il luogo eie' 
poli delle rette , che toccano t altra , del quale era- 
si pur validamente occupato il Poncelet in altra sua 
memoria inserita nel voi. Vili, degli Annali, per l’an- 
no 1 8 1 7 . E per ripeter la storia di esso da più lontana 
origine vi rammento che ce n’ eravamo già io , e ’l di- 
stinto mio collega Grimaldi occupati, esercitandoci sot- 
to la vostra scorta sull'elaboratissimo trattato analitico 
delle Sezioni Coniche , pubblicato dal nostro insigne 
Fergola fin dal i8i3, e che ancor prima versavasi ma- 
noscritto per le mani di molti suoi allievi , ove egli co- 
sì esprimevasi al §.38a. «Volendo ad istruzione de’ gio- 
«vanetti spinger più oltre quest’ argomento, io passo a 
«risolvere un problema, che parmi da altri non risolu- 
to . Ed è di : Ritrovare il luogo del concorso di due 
^tangenti condotte ad una curva conica , per gli estremi 
v ii una qualunque sua corda , che tocchi un altra cur- 
ava data (*)«. E comunque il Fergola ne semplicizzi i 

{■) Il problema com’ è proposto rial Fergola non differisce che nel- 
la sola forma di enunciazione ila quello qui aopra indicato . E quantun- 
que aia ciò manifesto, pure nel pubblicare questo lavoro ho creduto op- 
portuno premettere le seguenti brevi dilucidazioni . 

I.a denominazione di poli , e dì polari nelle curve coniche è intro- 
dotta per esprimere in una sola parola un idea , che in altra guisa esi- 
geva una circollocuzione . Egli è roto che il luogo del concono delle fan- 
. genti condotte ad una carta etnica per le eetremilà di tolte le stranili , else 
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dati per chiarezza di soluzione , e la distenda sol pel 
caso in cui sian dati un cerchio , ed un ellisse concen- ' 
triti , pur tuttavolta il metodo , eh’ Ei segna è gene- 
rale , ed applicabile ad ogni altro caso . Quindi è che 
il Grimaldi ne pubblicò un sol caso , nel i83 1 , in un 
suo opuscolo di problemi geometrici a tale epoca tu- 
multuariamente compilato . 

Or io ripigliando le tracce già fin da quest’ epoca se- 


ri li tirano per un medetimo ponto , eia una linea retta. Or a questa 
linea reUa buoi darsi il nome di polare del punto pel quale son tirato le 
«canti •, e quarto punto alla sua volta snol dirsi polo di quella retta . 
Chiunque sia iniziato nelle teorie de' conici sa come io ciascuna curva 
« determini rispetto ad un punto dato la posiziooe di quella retta , cha 
da ora innanzi chiameremo polare ; e come all' opposto dall’ esser data 
)a retta possa rilevarsi il punto , che chiameremo polo . I 
nici pubblicati dal Giannallasio prop. ivi , liti. I. ; prop. 
prop. «ih. lib. III. , del pari che il trattato analitico del 
«VII. lib- !•; prop. nini. lib. II. . prop.Livm. lib. IH.) . 

• J 7 r r luwmb «KomJo questo linguaggio le proprietà risultan- 

ti dal legame che passa tra quel punto , e la retta , e che rilavami 
dalle ordinarie istituzioni , potremo enunciare nel seguente modo le prin- 
cipali proposizioni , che riguardano la teoria dei poli , e dello polari nel- 
le curve coniche . 

1. ° La polare di un punto è sempre parallela alla tangento applica- 
ta nel vertice del diametro, che passa pel ponto medesimo. 

2. ” Nella parabola la parte di questo diametro interposta tra la po- 

tare , e I puntoà doppia della distanza del punto al vertice. E nell’el- 
lisse , e nella iperbole le distanze prese sul diametro , a contar dal cen- 
tro , alla polare al vertice , ed al polo son tra loro conlinu amento pro- 
porzionali . 1 

M T #rtlce di un angolo circoscritto ad una sezione conica è il 
polo delta retta , che passa pei contatti ; e questa polare di quello. 

4. ” Se il polo sta dentro la curva la sua potare cadrà fuori di essa • 

e viceversa. ’ 

5. ° I poli di tulle le rette , che passano per uè medesimo punto so- 
no allogati in linea retta . r 

punto 6 ' 0 Le P ° ,arl d ‘ punli me “‘ “ llne * rotta *’ intersecano tutte in un 

*“ puoti è u P° lar ° " punl ° 


seggami i Co- 
li. lib. II. , e 
Pergola prop. 
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gnate per la soluzione di tal problema , e poi del tutto 
abbandonate, per provvedere a’ miei bisogni , con una 
vita , come a Voi è bea noto , interamente contraria a’ 
miei studj , ed alle mie inclinazioni , mi è riescito con- 
durla a termine nel modo che or vi presento , atten- 
dendone dalla vostra somma perizia ed esperienza ne 
metodi il giudizio che merita , onde possa poi risolver- 
mi ad avventurarla alla pubblica censura < Ma a tale og- 
getto è essenziale , che conosciate in che consista il la- 
voro eseguilo su tal ricerca dal Poncelet: quindi a mi- 
norarvi la noja , conoscendo pur troppo le vostre gravi 
e moltiplici cure , per gli scientifici affari , che jvi so- 
no meritamente addossati, mi farò qui a porvene soli’ 
occhio una breve analisi . 

Nella memoria di sopra citata ( Annali p.aoi) 
l’ illustre geometra francese imprende a risolvere il se- 
■ gucnte problema proposto nel volume stesso degli An- 
nali pag. 36. Qual e il luogo del vertice dell' angolo 
mobile di grande Z 2 a invariabile , perpetuamente cir - 


6°. Il punto <T incontro di duo rotte è it polo delti retti , che pit- 
ia pei poli delle rette medesimo. 

9.° Le polui dei punti situati sopra un medesimo diametro son pi- 

delle rette parallele giacciono sopra un medesimo diametro, 
li." I diametii hanno i loro poli a distanza infinita. 

11 centro ha infinite polari inesse a distanza infinita , quan- 
doché ogni altro punto ha una sola polare . 

13." I poli delle tangenti sooo i corrispondenti pnnti di cantatto < 
li". I punti inessi aul perimetro delle curve hanno per polari le 
tangenti condotte pei punti medesimi . 

Per l’ intelligenza ili quelle cose, che naturalmente derivano dalla defi- 
nirione del polo , e della polare , oltre le proposizioni indicate si riscontrino 
la IV. lib. I. ; xi*. lib. 11. , e alvi. liti. Ut. de cornei pubblicati dal 
Gianna tasi» ; non che le xv lib. 1. , xliv lib. Il , « la lxv lib. Uldei tril- 
lato analitico dal Ferola , 
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coscritto ad una sezione conica ? E quali è la curva in- 
viluppo della corda ili contatto variabile di grandez- 
za di quest' angolo mobile ? 

Or questo problema , scindcsi naturalmente in due 
distinti , 1’ uno e l’ altro , come vi è noto , trattati 
dal Fergola nella suddetta opera ; ma il primo di essi 
è alieno dallo scopo eh’ io mi son prefisso . L’ altro , 
che vi si riferisce , riducesi appunto a : determinare 
la curva cui sieno Continuamente tangenti le polari 
de' punti , che percorrono un altra data curva , inten- 
dendo sempre le polari riferite ad una sezione conica j 
ed il Poncelet avendo impreso a risolverlo col metodo 
delle coordinate , implicatosi in calcoli intralciatissi- 
mi , e da non potersene per alcun modo distrigare , 
per le spaventevoli eliminazioni cui andrebbe incon- 
tro , così conchiude : Il scrait , a ce que je crois , 
long , et pénible di effectuer en toutes lettres cette èli - 
mmation , a cause des Jacteurs ctrangers , qui com- 


on doit parvenir . T avoue que je n' ai pas eu le cou- 
rage de f entreprendre , quelle que fui d ailleurs ma 
bonne volonlè de le faire. Quindi abbandonando affat- 
to questa via , ripiega a considerazioni geometriche , 
invero assai generali , per mezzo delle quali giugne a 
ravvisare il grado della richiesta locale , clic trova do- 
ver corrispondere al numero delle tangenti , che da un 
dato punto posson condursi ad una data curva . Di- 
scendendo poi al caso in cui la curva percorsa da’ pun- 
ti sia pur essa una sezione conica , conchiude essere 
ancor tale la cercata locale . E proseguendo sempre sul- 
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lo stesso genere di geometriche considerazioni va esami- 
nando i vaij casi nascenti dalla combinazione di tali 
curve. Or se quelle gli hanno aperta la strada a taU 
risultamenti , gli hanno ancor mostrate le cagioni delle 
difficoltà incontrate col metodo primiero, e messo quin- 
di nel grado di riconoscere , che 1’ equazione finale 
doveva assolutamente essere implicata da fattori , in- 
trusi dal metodo adoperato, fino a fargli conoscere qua- 
li fossero , e come liberamela . Sicché potè egli dopo 
ciò ripigliare il corso del calcolo algebrico , ed ottene- 
re la conveniente equazione al problema ; e qui si ar- 
resta, tralasciando ogni altra discussione , per averla già 
fatta geometricamente. Queste ricerche intanto porgon 
pure occasione al geometra francese di discendere a 
dotte riflessioni intorno alla natura de fattori , che 
sogliono implicare i risultamenti finali de’ calcoli alge- 
brici *, e quivi, a ragione, per quanto a me pare, ei si 
duole , ebe questa parte importante de' metodi ana- 
litici , non si vegga così coltivata , come converrebbe ; 
talché , a malgrado de’ loro progressi , quest' argo- 
mento era allora nella sua imperfezione j ed io posso, 
per propria spt rienza aggiugnere , che tuttavia conti- 
nui nel medesimo stato : che se per talune ricerche , 
istituite con metodi analitici , non mi fossero state no- 
te le riduzioni preventivamente ottenute dalla Geome- 
tria , sarei certamente , come osserverete , caduto nell* 
equivoco di credere qualche locale di un grado supe- 
riore al vero , a causa de’ fattori , che involgono i ri- 
sultamenti finali , e che si presentano sotto forma si 
complessa , da esser quasi impossibile ]>oterne ricono- 
scere 1’ esistenza a priori . Nè > al certo , a \ oi stesi 
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So , tutto che abituato al calcolo algebrico , e pazien- 
tissimo , reggerebbe 1 ’ animo di saggiare ripetutamen- 
te , e nell’ incertezza , i metodi dettati dal Gergonne, 
e da altri, per conoscere se un espressione analitica di 
eentinaja di termini, e ben mi vi sono talvolta imbat- 
tuto , possa scindersi in fattori . Ma perchè non ab- 
biate a giudicar precipitosa la proposizione da me 
avvanzata , vi dirò , che lo stesso Gergonne sia ca» 
duto in un fallo di tal natura per una circostanza del 
tutto simile . ' 

In una memoria inserita nel voi. XI. degli Annali 
pag* 379. sul luogo de’ centri delle sezioni coniche as- 
soggettate a diverse condizioni , e specialmente a toc- 
car rette date di sito , egli , tra altri problemi risolve 
il seguente : Determinare il luogo de' centri dì tutte lo 
sezioni coniche , che toccando due rette date di sito , 
passino per due punti dati $ e dal processo analitico 
rileva la seguente equazione 

' Qbx+ay— ai)— {b'x+dy—a'b)^ 
(("/ ~ Ac )‘ { h ' x + dy—db*)— {dy — l>x)' (bx+ay—xtb)') 

in vista della quale così conchiude : En dévebppant 
eelte équalion , on trouve qii elle est gcnèralémcnt du 
ffuatrieme dègré , non décomposable en deux facteurs 
rationels du second ; de sorte que le lieu cherchè n' est 
ni une section conique , ni un sj steme de sections co- 
niques t asserzione del tutto falsa , mentre la locale , 
clie cercasi è una curva conica j e però l' equazione da 
lui rilevata , dee contenere un fattore , • come in fatti 
glie! léce ravvisare il Poneelet . Nè certamente questo 
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distintissimo analista ebbe altra guida , che la Geomfr* 
tria , col soccorso della quale avendo risoluto il pro- 
blema , trovò che la locale richiesta era del genere del- 
le curve coniche : dopo di che rivoltosi a cercarla col 
metodo delle coordinate , potè , senza difficoltà , rin- 
venire i due fattori , che riproducono la stessa equa- 
zione del Gergonne . A vista de’ quali risultamenti co- 
stui , nel voi. xt i , degli Annali medesimi, si affrettò a 
dichiarare , con ingenuità degna di un uomo del suo 
merito , aver inconsideratamente avvanzata la proposi* 
zione , che ho riportato 5 affermando che non era già , 
eh’ ei non si fosse preventivamente assicuralo, che f c- 
spressione da lui rilevata non fosse risolubile in fattori ; 
ma per non aver posto mente a qualche altra circostan- 
za, che fa poscia notare. E da ciò s’induce ad assegnare 
una sua regola, da riconoscere se un’equazione di quar- 
to grado a due variabili appartenga al sistema di due 
linee del second’ ordine , cioè se essa sia risolvibile in 
due fattori di secondo grado : regola che per essere a- 
doj>erata ha bisogno di molto coraggio , e pazienza. 

Ma ritornando ancor questa volta da digressioni al 
mio proposito, non debbo tacervi, che il presente pro- 
blema videsi ancor ultimamente riportato nella raccol- 
ta fattane dal sig. Padula , come a dirittura nuovo , e 
propostogli ad esercizio da’suoi maestri, sebbene il me- 
todo di risoluzione, che vi adopra fosse calcato su quel- 
lo dal Pergola già molto prima segnato , passando so- 
lamente dal caso da questo considerato all’ equazion 
generale per le curve coniche , come aveva praticato 
Poncelet ; da che ha egli potuto, senza gli stenti tolle- 
rati dal geometra francese , pervenire alla stessa equav 
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/ione da costo! rilevata , a meno di quelle varietà , che 
risultano dalla scelta degli assi , molto a proposito per 
vie geometriche preparati. Lodevoli a me sembrano le 
composizioni che vi si recano pe’ diversi casi ; e sola- 
mente avrei desiderato tra esse un nesso maggiore» 
da far conoscere esser derivate da una sola soluzione » 
mentre pajono tante diverse , quanti sono i casi stessi . 
Ma ciò dee attribuirsi a dilètto non dell’autore, ma del 
metodo che vi ha adoperato, £ parmi inoltre , che sa- 
rebbe stato necessario dimostrare in ciascun caso regger 
sempre una certa corrispondenza tra le date curve, e la 
locale risultante , per conchiuderne dover essa aver 
luogo generalmente j come avrete occasione di assicu- 
rarvene dal presente lavoro , 

Fin qui eccovi , mio ottimo precettore , abbozzata 
brevemente la storia della ricerca che v’ invio , e don- 
de essa abbia tratto origine : spetta ora a Voi valutar- 
ne il merito , onde io possa con più coraggio produrla 
in pubblico , come primo saggio de’ miei ripresi studj 
in Matematiche , ed alla quale , se a Voi parrà, farò, a 
mano a mano, succedere }e altre, che di sopraho accen- 
nate . Credetemi sempre . 

Napoli 20 dicembre 1839. 





Vostro umilissimo torvo 
Pf- Tubi. 


Ornatissimo sig . Trudi. 


Con piacere sommo , e soddisfazione grandissima 
del mio animo , ho letto attentamente , e considerato 
il vostro singoiar lavoro geometrico sulle polari coniche 
reciproche j e vi assicaro , che sebbene non mi fosse del 
tatto naovo, pure mi ha recata grandissima sorpresa a 
vederlo nell’ insieme , e mi sorprende sempre più , co- 
me più vi medito sopra . Avvezzo dalla mia prima età 
allo studio degli antichi, e di coloro tra’ moderni, che 
sulle orme di quelli han progredito , non ho trovato in 
alcuno un lavoro difficile sì compiuto, quanto la solu- 
zione vostra ne’varj casi del problema , sempre con là 
stessa eleganza condotta a termine; nè tampoco ho rav- 
visato problema , che pe’ suoi Casi diversi avesse rice- 
vuta tanta uniformità di costruzioni , da doversi con- 
siderare piuttosto come una soluzione sola, che in quel 
modo si fosse condotta , per renderla più chiara , ed 
elementare . Ma che dico un problema ? Se la vostra 
ricerca è a dirittura un bel porisma fondamentale di 
uria nuova dottrina sulle sezioni coniche , da servir di 
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base alla soluzione di molti problemi , cbe per mezzo 
di esso , perdendo tutto il loro apparato di difficoltà , 
divengono trattabilissimi con la Geometria antica. Dee 

? ierò il vostro lavoro a parer mio considerarsi come un 
mportante supplemento a quello che su’ Conici stabi- 
lirono due sommi geometri dell’ antichità , 1’ uno pe 
luoghi ad essi , 1’ altro per le proprietà . Io dunque 
non pur v’ incoraggisco , ma vi esorto a presto pubbli- 
care il vostro lavoro, a vantaggio della scienza, che con 
tanto buon successo coltivato 5 anzi, per farla più bre- 
ve, ho date le disposizioni necessarie al mio tipografo, 
perchè invece di restituirvi il MS. inviatomi , vel re- 
casse di unita alle prime stampe , onde possiate farne 
le correzioni, e ritornargliele per ultimarne la stampa. 

Vi debbo essere ancor tenutissimo , per avermi ri- 
sparmiata la pena di discendere a quel parallelo di me- 
lodi , che aveva già promesso fin dalla pubblicazione 
del programma , ricavandolo dal confronto delle di- 
verse soluzioni , che uno stesso problema aveva ricevu- 
te, ripetutamente trattato da uomini espertissimi : che 
certamente è questo il miglior mezzo da conoscere quan- 
to in un caso 1' un metodo prevalga all’ altro , o "que- 
sto a quello j ed è stalo però il mezzo sempre adopera- 
to dagli accorti matematici moderni, per saperne usare 
convenevolmente.Ma a che andrei io cercando nuovi e- 
serupj su questo proposito, se uno evidentissimo il som- 
ministra la vostra soluzione del problema inviatomi , 
semplice , diretta , senza stenti , compiuta , in somma 
elegantissima, comparata a quella che ne aveva già da- 
ta con altro metodo , ed interamente diversa anche ne 
prijicipj, uno de’ più illustri geometri francesi ( il Pon- 
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celct ) , cui certamente nessuna è ignota delle vie per 
l’invenzioue, nè manca genio eri arte per ben usarne. 

Proseguite intanto , mio ottimo sig. Trudi , le vo- 
stre esercitazioni geometriche , sia qualunque il meto- 
do , che vogliate adoperarvi, che nelle vostre mani non 
cesserà di esser fecondo di utili risultamenti alla scien- 
za nella quale tanto vi siete innoltrato, e distinto , a 
malgrado le contrarietà di fortuna fatte veramente per 
distogliervene ; che io non diffido , che da esse abbia- 
te pur una volta a conseguire il premio dovuto a’ vo- 
stri studj, ed alla vostra ottima morale, che dalla scien- 
za non dee esser mai scompagnata. 

Sono e sarò sempre 


Napoli 10 del 1840. 


i • , 

Il vostro affezionatisi ■ amico 

V- Fuvn. 
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PROBLEMA. 

Date due curve coniche , trovare rispetto ad una 

il luogo de' poli delle rette , che toccano 1’ altra . 

) 

Distingueremo questo problema in due casi , cioè : 

1" Se la curva , che assnnicsi come direttrice de'poli sia pa- 
rabola . 11.” Se dessa sia dolala di ceutro. 

L g M M J 1. 

: t ■ •- * ■ ■ 

Per l estremo X del temiparame tro (*) di un diametro di una 
corra conica i inclini comunque su di esso la XD , t sia CH un 
altro diametro le cui ordinate sien parallele a queir inclinata ; 
un tal diametro troncherà sulla tangente pel vertice del pròno 
la parte AC eguale all' intercetta AD . 

Dim. Si tiri AT parallela ad XD ovvero ad oc tangente in a , 
ed al parallela ad AC. Pel caso della parallela avendosi al' se 
2.A/.AX, sarà AC* = CT.AX ; uia per essere AX : AD :: AC 
: CT , si ha CT.AX = AD. AC ; sarà perciò AC' = AD. AC , 
ossia AC = AD. 

Se poi la curva ha centro , avendosi OA' ss Oc. Or , tolto 
di comune Or' , risulterà ht.th = ct.Ot ; ma sta A t.tA ; to’ 

OA : AX; dunque OA: AX :: ct.Ot : to’ cioè (et: ta) (Ot:to). 

(•) Parlandosi in seguito di parametri delle curve coniche li intende- 
remo costantemente applicati tangenzialmente ai vertici de dia iielii . cui 
•i appartengono . 


fA. e 2 


fig. 1. 


fig- a. 
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Or# essendo et '• la li AD : AX , ed Ot : la t: OA : AC > arre- 
no ( AD : AX ) ( OA : AC ) :: OA : AX. Donde risulta AD 
= AC . 


Scolio. 


L' inversa di questo lemma è anche ver* ; cioè : Per I »- 
stremo X del semiparametro di un diametro di una curva cornea 
i inclini comunque, sul diametro stesso la XD , e lungo il scmipv- 
rametro si prenda AC quanto AD ; le ordinate al diametro , che 
passa per C , saranno parallele alla XD. Dee però avvertirsi » 
, che ae la XD cade al dì sopra di A, cioè fuori la cur va , 
il punto C cadrà dal lato di A ove giace il punto X : ma se 

cadesse al di dentro , come in D' , converrà prendere la AC' 

» 

= AD' dal lato di A opposto ad AX . 

• L f SI M t 11. 


e 2. 


•V» 


Se dalle estremità X , x dei semiparametn di due diametri 
di una curva conica « inclinino su di essi le XD , xd , ciascun m 
parallela alle ordinale dell altro ; queste inclusale saranno egua 4 
nella parabola ; e , se la cuna ha centro , staranno in ragion, . 


inversa de' semidiametri , su exi poggiano, 

t.\ (t , i.- ai i ’ ’ 1 


•Disi. 'per la parabola. Essendo AT parallela ad XD, sarà AD 
— AC*. Similmente, per essere ut parallela ad xd, surà ad— oc 
= AT . Ora , aveudosi xd : ad : : AC : CT ; si ar ra pure xd : 
AT;:AD : CT. Ma sta AD : CT i: XD : AT ; starà perciò xd : 
AT XD : AT. Cioè sarà xd — XD , 
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Per le curve a centro avremo le due analogie On : OT :: Oc 
: OA; evi OC : 0« OA : Of. Donde OC : OT;:Oc : 0(. Cioè 
le Ce , T/ sou parallele. Avendosi poi 0« : OT ;; OC : Oa, si 
avrii Oc : OA " OC : 0«. E perciò le Cc , T< aon pur parallele 
od A n. Ma pe’ triangoli simili XDA, ad, sta XI) : DA :: ac : ctj 
e per gli altri xda , ACT , si La xd : da ;; AC : C'1' ; avendosi 
dunque AD = AC , ed ad = ac, dalle due ultime analogie si ri* 
lev eia XD : xd “ CT : et. Per le parallele Cc, Ti , A a sta poi 
CT : cl :: On : OA; si avrà in conseguenza XD : xd Oo:OA. 
Conforme all’ enunciato. 

ConoltAMlO. 

X 

Per le curve a centro , avendosi Oa ; OA :: OC : Oc , starà 
pure XD : xd : : OC : Oc. 

CASO I. 

Analisi bmomìtuica. 

I, Sia (P) la parabola direttrice de’ poli , e per 1' altra cur- 
va diasi in primo luogo un’ ellisse , o iperbole , il di cui cen- 
tro sia 0 , e della quale qualunque tangente ^ <f> abbia per 
polo il punto V. Sarà V un de’ punti della locale cercata . Si 
segnino nella parabola i diametri VY , OA ; sia AX il semi- 
parametro di OA, e si tirino le VZ', LTV |>arallclc ad AX. Con- 
dotta AT parallela a ff, sarà UT = 2. AR; sicché essendo I,R’, 
ossia UA’ =2.AR.AX , si avrà l’T : UA :: LA : AX : ma sta 
UT : UA :: AZ : AE ; dunque 


\ 


fig. 3. 
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UA : AX = AZ : AE (1) 

Intanto ai facciano le XD , EH parallele ad OS , semidiametro 
conjugato ad OP ; risulterà AX : AD :: AE : AK ; e dal con- 
fronto colla precedente analogia , UA : AD •• AZ : AK ; d’ on- 
de , componendo, presa AC = AD , si ha UC : AD :: ZK ; AK. 
E poiché sta AD : XD :: AK : KE , si rileverà 

UC : XD = ZK : KE (2) 

Or sicno M , N i punti in cui la incontra lo PM, QN, tan- 
genti in P , Q ; sarà PM.QN = OS’ ; ma per le parallele KE , 
PM , QN , si ha ZK* : KE* ZP.ZQ : PM.QN ; si avrà dun- 
que per r analogia (2) 

UC’ : XD’ :: ZP.ZQ : OS’ 

Ciò premesso, essendo ff polare del punto V, il polo di cia- 
scuna retta, che passa per V dovrà trovarsi sulla stessa per- 
ciò Z sarà il polo di YZ' ; e quindi AZ zs AZ' . Prese in 
conseguenza le AP' , AQ' eguali alle AP , AQ , risulteranno io 
ZT', Z'Q' eguali alle ZP , ZQ. Tirato dunque ; 1 diametro CH , 
e le E'p , Q 'q parallele ad AX , la precedente, analogia diverrà, 
permutando , Vs* : zp.zq XD’ : OS’. Dal che scorgesi , che 
la locale de punti V sia iperbole , o ellisse , secondochè la Vs 
cader debba fuori de’ punti p , q , ovvero tra essi . 

Detsrmihàziohs. 

Essendo le AZ , AZ' sempre uguali tra loro , se il punto Z si 
troverà fuori de’ punti P , Q , anche Z' starà fuori de’ punti 
P% Q* ; c con ciò Vs cadrà necessariamente al di là di p , e q , 
Ma Z trovasi fuori di P , e Q quando la curva del centra 0 è 
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tifate , e ita invece tra casi ove questa fosse iperbole ; dunque 
nel t .* caso la locale è iperbole , e nel 2.* ellisse . 

La presente determinazione più non regge se in vece dell’ i- 
perbole , che ha per diametro primario PQ fosse data la corri- 
spondente iperbole conjngala: ovvero se la posizione della data 
iperbole sia tale , che un de' suoi assintoli sia parallelo a’ dia- 
metri della parabola . Quindi i risultameli!! ottenuti non sono 
applicabili « questi due casi, pe’ quali infatti l' analisi esige al- 
tro sviluppo , come mostreremo poco appresso. 

Coa posizioni!. 

Tirato rella parabola il diami tro OA , il semiparametro AX, 
ed XI) parallela ad OS , si prenda AC uguale ad AD . ludi ta- 
gliate sul diametro CH le Cq , Co eguali alle AQ , AO , fac- 
ciasi os , parallela ad AX , e quarta proporzionale dopo OS , 
OQ , XD. 

L’iperbole, o l’ ellisse ( come si è detto ) descritta co’ semidia- 
metri conjugati oq , os sarà la locale cercata . 

ArreKTiatNTO. 

Se OS semidiametro conjugato ad OP sia parallello alla tan- 
gente in A , in questo caso la XD si confonderà colla AX , 
il punto C col punto A , e la composizione si renderà in con- 
seguenza più semplice. Essendo facile a^ ognuno di rilevare 
le modifiche , che richieggonsi nella composizione per siffatta 
circostanza tanto in qnesto , che negli altri casi del prsMema, 
pop dovressimo occupartene ; tua poiché in un lavoro , che 
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andremo a pubblicare , ne fa d' uopo aver presenti le locali , 
di cui ora andiamo in li-accia , precisamente pel caso , in coi 
si veritiea la espressa circostanza , non sarà superfluo di ri' 
[tonarle . 

E però la composizione pel caso attuale sarebbe la se- 
guente : 

Tirato nella parabola il diametro OA , ed il semipararaelro 
AX , c tagliate le AQ' , AO' eguali alle AQ , AO , si faccia 
OV parallela ad AX , e quarta proporzionale dopo OS, (IO, 
AX. Saranno O'Q', 0*' i semidiametri della locale scriversi. 

Corollario. 

Essendo AC = AD , il diametro CU avrà le ordinate parallele 
'ic.U'm.1. ad XD * , cioè ad OS , ovvero alle tangenti in P , e Q . Inoltre 
essendo le C p, C< / eguali alle AP , AQ, ovvero alle AP', AQ / , le 
P 'p , Q'q saranno le polari di P , e Q ; e perciò i punti p , q sa- 
ranno i poli delle PM , QN . Osservando dunque che le PQ , pq 
sono eguali tra loro , indicando con (0) la curva del centro 0 , 
e con (o) la locale , si rileverà dalle cose sopraddette 

Che i diametri di (o) , e di (0) paralleli a quelli di (PJ 
seno eguali tra loro. 

II.’ Che i vertici di quoto diametro di (o) corri»pondono a’ 
poli delle langeuti la (0) utile etlrvmita del suo diametro ad et- 
i «o parallelo . 

IH." Che il conjugato ad un tal diametro di (o) dislendeti 
mila polare del centro di (O). 

Premesse queste cose , propongasi a descrivere quell’ altra 
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1 orale . che , contenga i poli delle tangenti la (o) , rimanendo 
sempre (P) come direttrice . A tal' effetto , dovendo i vertici del 
diametro di questa novella locale parallelo a pq , corrispondere 
a’ poli delle pP' , qty tangenti la (e) in p , e q , vedremo che 
questi vertici altro non sono, che gli stessi ponti P,Q, vertici del 
diametro PQ della curva (0). Dovendo inoltre il coniugato a que- 
sto diametro della nuova locale essere la polare del punto o , esso 
si distenderà sulla BS. Finalmente per assegnare la lunghezza di 
tal conjugato , seguendo la norma data nella composizione , per 
1’ estremo r di as semiparametro di oli si lirerii xd parallela ad 
os , u poi si troverà OS' quarta proporzionale dopo os , oq , xd , 
cioè dopo os , OQ , XD , mentre le xd , XI) sono eguali tra 
loro * ; sarebbe cosi OS' il semidiametro richiesto : ma la os è * le ni. 2 
quarta proporzionale dopo 0S,0Q, XD ; dunque le OS, OS' sa- 
ranno eguali. E perciò , in conchiusione , la novella locale altro 
non è che la medesima curva (0) data dapprima ; ed ellisse o 
iperbole a misura che la (o) sia iperbole , o ellisse . Evvi in con- 
seguenza tra la data curva , e la derivata tal reciproca corri- 
spondenza , che mentre la seconda è il luogo dei poli delle 
tangenti della prima , questa alla sua volta è il luogo dei po- 
1 i dflle rette , che toccano quella . 

2. Torniamo ora al primo caso accennato nella seconda parte /ty. / 
della precedente determinazione , cioè quando invece dell’ iper- . 
boie , che ha per diametro primario PQ fosse data la corri- 
spondente iperbole conjugata , e ripigliando l'analisi geometrica 
avremo identicamente 1' analogia (2), ossia UC : XD;;ZK : KE. 

Poi tirata per Z la B'S' parallela a BS , ovvero ad EK , rigul- 


R 


ter» S li = B'N. Intanto avendosi ZK : KE MS' : S'Z , ov- 
vero MS' : OS , stari» pure LG : XI) ;; MS' :OS. Quindi es- 
sendo date le XD , OS , sarà data la ragione di UC ad MS' . 
Ciò posto , presa AO' = AO , e compiuto il parallelogrammo 
UAO'u , essendo AZ’~ AZ , sarà O'Z' — OZ ; e perciò anche 
.Vii = SS' = BB'. Or a intendati prese dall’ una , e dall’ altra 
parte del punto u le ti/n, tot eguali ciascuna ad S'M, o a B'N ; ed 
essendo UC =r uo , la ragione di vo a ciascuna delle um , m.i sa- 
ia quanto quella di UC ad S'M , la quale per essser data hi si , 
.he i punti m , n tocchino due rette date di sito am , m. Inoltre 
dovendo aversi Vm = SM, e Vi» =s BN, essendo SM.BN=OQ’, 
tara pure \m.\n — OQ’, d onde si rileva, che il luogo de’ pun- 
ti V , sia un’ iperbole tra gli assintoti un , or. E se intendasi 
applicata tra le et», om la tg eguale ad OQ, e parallela » Vii, 1 i- 
jWrhole passerà pel punto j, ove sarà toccala dalla tg . Quindi si 
awà la seguente 


Cmroinioivi. 

Tirato nella parallela il diametro OA , il semiparametro AX, 
td XD parallela ad OS , si tagli AC quanto AD , e sul diame- 
tro CH tronchinsi le C«y , Co eguali alle AQ , AO . Iodi si con- 
duca os parallela ad AX , e quarta proporzionale dopo OS , 
OQ, XD. 

L’ iperbole descritta co’ semidiametri coniugali et, oq sarà la 
«cale cercata. 

Se OS sia parallela ad AX la composizione sarà la stessa 
di quella accennata nell’ avvertimento precedente. 
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OsssKrAiioNs. 

Onesta composizione è del tutto identica alla prima ; e !’ tr- 
inco ditario si è, che attualmente la locale è rappresentata 
dall’iperbole conjogata a quella che costituirà lo locale iti 
assegnata ; mentre i diametri che le del ei minano sono gli stes- 
si, e solo quello clt’ò primario ncH'una diventa secondaria nell' al- 
tra , e viceversa . Ben vero le iperboli opposte attentile in quel 
caso nascono dall’ esser data un’ ellisse , e le loro conjugalc ri- 
sultano dall' esser dati un’ iperbole descritta intorno a’ semidia- 
metri medesimi dell’ellisse, nella quale però il diametro parallelo 
a quelli della parabola non ne incontra il perimetro, e lo incontra 
invece il suo conjugato . Inoltre ragionando come nel corollario 
antecedente si vedrò , che anche per questo caso la locale de’ 
poli delle tangenti la curva derivata sia la stessa iperbole data, 
da cni essa ha preso oiigine. E quindi 

Data un ellisse , le iperboli opposte , c le coniugate descrit- 
te co' medesimi diametri de' quali il primario sia parallelo o’ dia- 
ti etri di una parabola, assunta per direttrice de" poli , le locali sa- 
ranno net primo caso iperbole nel secondo ellisse , e nel ter- 
so le iperboli conjugato alle prime , tutte descritte co’ medesimi 
diametri ; de’ quali il primario i pur parallelo «’ diametri della pa- 
rabola , 

Al contrario 

Prese per curve, date queste tpetboli , f ellisse , e le coniugate, 
le locali saranno nel /* caso t ellisse , nel 2? le iperboli opposte, 
* nel 3" le conjugate date dapprima. 

% 
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pg. 5. 3. Esaminiamo presentemente 1* altro caso indicato nella se- 

conda parte della determinazione, cioè (piando un assintoto del- 
le date iperboli sia parallelo a’ diametri della parabola . Essen- 
do Z, z' L punti ne' (piali la incontra i due asciatoli , ed OP 
il lato della potenza , sari OZ.Oz' ss 40P\ E falla XD paral- 
lela all’ altro assintoto , si avrà identicamente l’analogia (2) del- 
1’ analisi geometrica, cioè l’C : XD :: KZ : KE , ovvero :: OZ : 
O;' . Ma su OZ ; 0 :: OZ’ : OZ.O;' , cioè y OZ’ : 40P’ ; 
sarà jierció UC : XD :: OZ’ : 40P' , Or presa AO' = AO , es- 
sendo AZ' = AZ ; sarà O'Z' = OZ. Compiuto adunque il pa- 
rallelogrammo UAO'u , avendosi L’C == uo , eVa^: O'Z' , si 
avrà 1 vena oche uo : XD ;; Vu‘ : 401”. E se rinvengasi op talché 
sia up.DX = 40P’, si otterrà uo.op. = Y«’ ; d.’ onde rilevasi v 
* che il luogo de’ punti V sia una parabola . 

Con POSIZIONE. 

Essendo AX il aemipara metro di AH , ed XD parallela al- 
l'altro assintoto, presa AC=AD, e sul diametro Cll la Co=AO , 
si tiri og parallela ad AX, e rinvengasi op terza proporzionale do- 
po XD , e 20P. 

l.a parabola descrìtta intorno al diametro oy col parametro op, 
che la tocchi iu u sarti la locale cercata. 

Se 1’ altro assintoto delia iperbole fosse parallelo alla tan- 
gente in A la XD cadrebbe sulla XA , e ’l punto C ai con- 
fonderebbe col punto A ■ Quindi sarchile (V il vertice della 
locale , ed Q"p' terza proporzionale dopo AX , e 20P ne 
sarebbe il parametro. 
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Rilevisi [ter tanto dalla composizione ; 

/.“ C/ic tY rrr/iec di (oJ sia il paio dell altro ussintoto di (Oj. 

11.' Chf il diametro di (o) corrispondente a tpiesto vertici sia 
la polare del centro * (Ol- 
ii I.' Che la tangente pel vertice medesimo sia ipiel diame- 
tro di (ili che Ita le ordinale parallele (di’ altro assinloto . 

h. In sfrondo luogo diasi per 1' altra curva un’ altra para- 
bola (P') , e sa di questa rinvengasi tal punto 0 , che la tan- 
gcule OA risulti un diametro di (P) ; sia OQ il diametro che 
in quella [tassa per 0, ed AX il setnipararaelro di OA nell'altra ; 
tirata XD parallela ad OQ , luti’ altro rimanendo come al n.1 , 
si atra l'C : XD :: KZ : KE , ovvero :: OZ : Oz' . Essendo poi 
AZ' = AZ , presa AO' = AO, sarà O'Z' = OZ. Presa dunque 
AC ~ AD, segnato il diametro CI1, c compiuto il parallelogram- 
mo UAO'n , avendosi UC = uo , ed O'Z' = Vu = OZ, starà 
pure uo : XD ;; Vu : Oz\ Or congiunta Vo, tagliata ont=XD, 
e fatta mn parallela a Vu, essendo uo : om ;; Vu : uhi, cioè un : 
XD Vu : mn, risulterà 0z'= tim. intanto, poiché ^ ^ , ossia 
Zz' tocca la (P') , ove sia OP quarta parte del parametro di 
OQ , sì avrà OZ’ = Oz'.OP. Quindi sarà pure rou.OP = Vu’, 
e starà 0P : Vu :: Vu : ma . Laonde , dovrà aversi OP : Vii ” 
uo : XD, e V«.uo= XD.OP, ovvero = om.mp , se si tagli mp 
= OP. Da che si rileva esser il luogo de putiti V l’ iperbole tra 
li assintoti og , o C , che passa per p ■ ’ 


Pii- «• 


Digitized by Google 



Ctutositiong. 


ia 


Segnato nella parabola (P) il diametro OA tangente la (P') , 
il semiparametro AX , ed XD parallela ad OQ , e presele AC , 
AO' eguali alle AD,AO, si tiri il diametro CH, ed Q'o parallela 
ad AX . Indi facciasi om =3 XD , ed mp parallela , ed egua- 
le ad OP . 

V iperbole tra gli assintoti oq , oC , che passa per p , sarà 
la locale cercata. 

Quando risultasse OQ parallela alla tangente in A , .sareb- 
bero 0 'q , O'A gli assintoti della locale ; ed O'm eguale 
ad AX. 

CoMQltJMt». 

Rilevasi intanto dalla presente composizione 

1° Che il centro della locale i il polo di quel diametro di 
(P) , che ha nel vertice la tangente parallela a’ diametri di (P). 

II. ' Che uno degli atsintoti della locale è la polare del tws 
lice del diametro di (PI conte sopra assegnato. 

III. ' Che f altro ussinlolo è un diametro di (P). 

Or questa iperbole avendo un assiutoto parallelo a' diametri 
della parabola, ha la condizione espressa al n- 3. Quindi la lo- 
cale de’ poli delle tangenti di siffatta iperbole , sarà un' altra pa- 
rabola . E se si proceda ad assegnarla mediante le nonne fissate 
nella composizione , e nel corollario del n. 3. , si ricadrà esat- 
tamente sulla stessa parabola (P'J . Presentemente se si chie- 
desse la locale de poli delle tangenti la parabola derivata al 
H. 3 , questa locale sarà un' iperbole , e procedendo ad asse- 
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gnarla si vedrà , che riessa altro non sla, che la stessa iperbole 
data al o. medesimo . 

5. Intanto pel caso che son date le due parabole, potrà avve- 
nire, che abbiano i diametri paralleli ; ed allora presi in esse due 
diametri , cfce abbiano le ordinate parallele , come AH, OQ, es- 
sendo AX il semiparamelro del primo , c C il punto in cui s’in- 
contra coll’ altro , si avrà come al o- 1 , UA : AX;; AZ : AE , o 
:: 11;': HZ; e permutando HA : H;' AX ; IIZ, cioè :: AX:AC. 
Se dunque si prenda AD se AC , e si tiri Ani parallela ad 
XD , avendosi UA : Um ;; AX : AD , ossia AX : AC, ri-’ 
sullerà Una = Ila' ; sicché essendo sempre AZ =; AZ' , e quin- 
di 1IC c= VU , si avrà Vm = C Fatta perciò A o == OC , e 
le , T; parallele ad Am , risulterà oz = Vu= Ciò po- 
sto avendosi AZ : AE :: 0;' : OE' , si avrà pure UA’ : AX’ 

Oz'’: OE'*, ovvero, essendo OP quarta parte del parametro di 
OQ . :: Oi'* : Oi'.OP , cioè :: 0 jf ; OP , ossia :: oz : OP ; ma 
sta UA’ : AX’ :: V** : XD’ ; starà in conseguenza Vs’ : XD’ 
:: oa : OP. Presa ora la op tale che sia op. OP = XD 1 , si avrà 
Va’ == oz.op. Donde rilevasi che il luogo de’ puuti V sia una 
parabola descritta intorno al diametro oh col parametro op che 
la tocchi in o; ed i suoi rami seguiranno sempre la direzione de’ 
rami di (P'). 

CoMOltJMIO, 

Assegnati adunque sulle due dato parabole (P) , (P') due 
diametri tali che abbiano le ordinate parallele , rilevasi : 

Che i diametri di Ila locale fieno paralleli a pulii d(Ue 
da > parabole. 


II.' Che il suo vertice sia il polo della tangente la (i*J nel 
vertice del suo eliometro . 

]JI.° Che la tangente al vertice della locale sia la polare del 

errtree di cn 

Ora essendo XI) parallela ad A n* , ossia alle ordinate al dia- 
metro della locale , queste saranno benanche parai Irle alle or- 
se. lem . /. dinate al diametro di (P), che passa pel punto C *, pel qual 
punto trovasi già tirato il diametro della (P‘) . Dietro questa 
osservazione, volendo procedere alla descrizione di quell al- 
tra locale ( eli’ esser dee Una parabola ) , la quale contenga i 
poli delle tangenti della locale or ora ritrovata , si vedrà che 
' essa sia la stessa parabola (P') data da prima . 

CASO II. 

Sviliti uro* erme i. 

fig. 8 ■ 6. Essendo 0 il centro della direttrice dei poli , per 1 al- 

tra curva diasi in primo luogo un’ ellisse , o iperbole , il 
di cui centro sia 0' . Essendo V uno dei punti delta locale 
cercata , la sua polare , tangente la (0'), incontri in Z la 
00'. Si unisca OV , e si conducano le VZ', YR, parallele ad 
AX scmiparametro di Ah . Starà YR’ : OR.ZR :: AX : AO , 
d onde YR : ZR :: (AX : AO) ( OR : Y R ) ; ovvero :: ( AX : 
• \0 ) ( OZ' : VZ' ). Or si tirino le YT , XD parallele ad 0'8 

< «ujugalo ad OP , avendosi YR : RT ; ; AX : AD , da questa^ 
v dalla precedente analogia, presa AC = AD, si avrà RT : ZR 
:: (AC : AO) (OZ' : VZ'). F. poiché sta AC : AO :: Za : OZ'; 
risulterà RT : ZR :: Zj'iVZ'. E , però , ZT : RT ;; Vs : Z's. 
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Inollrc essendo RT ; TY ” AD : XD , ossìa ;; AC : XD , sì 
otterrà da queste due ultime analogie ZT : TY ;; ( Xz : XD ) 

( AC : Z'a) , o ;; ( V* : XD ) ( OC : 0; ). E quindi 

ZT* : TY* :« ( Va’ : Oz' ) ( OC' : XD* ) (1 ) 

Intanto applicate ai punti P, Q le PM , QX, tangenti (0') , e 
quindi parallele a TY, avendosi ZT’ : TY’:;ZP.ZQ : PM.QN , 
ed ossservando che sia PM.QN a O'S’ , avremo per l’analo- 
gia (I) ZP.ZQ : O'S* :: ( Va' : Oa’ ) ( OC’; XD’ ). Presa dun- 
que OG , talché stia OC ; XD ;; OG : O'S. si otterrà 

ZP.ZQ : OG’ Va' : Oa\ (2) 

Si traccino presentemente le Vp , Q'f polari del punti P , Q ; 
starà OZ ; OP ;; OP' : OZ' , ovvero ;; 0 p ; Oa ; e , componen- 
do , ZP ; OP ;; pi : Oa. In simil guisa otterremo ZQ ; OQ ;; 
fa ; Oa , e da queste due ultime analogie , ZP.ZQ ; OP.OQ 
;; pz.qz : Oa’ ; d’ onde per l’analogia (2) Va' : pz.qz OP.OQ 
: OG’. Il che mostra che il luogo dei punti Y sia una iperbole 
o una ellisse secondocehé la Va cader debba al di fuori dei pun- 
ti p , </, o tra di essi. 

D*TBKMI!*dX10Nt, 

Se il centro 0 cada al di fuori dei punti P , Q , esso ca- 
drà poro al di fuori dei punti P', Q'. Dovendo dunque sem- 
pre aversi OZ.OZ' = OP.OP'= OQ.GQ', se la curva (0') sia 
ellisse ( qualunque sia la (0) ) , la VZ' cadrà necessariamente 
al di la di P', Q', ed essendo iperbole cadrà tra di casi. Sic? 
thè dovendo anche Xz cadere nel I.* caso al di fuori , nel 
2.* al di dentro di p , e q , nel 1.* caso la locale sarà iper- 
bole , wl 2." ellisse. All' opposto , se il centro O si trovi cow 


if» 


preso Ira P , e Q , dovendo anche trovarsi compreso tra P' , e 
Q' , si vedrà che se la (0') è ellisse , Vs debba necessaria- 
mente cadere Ira p , c q , e starne al di fuori ove la ((V) fos- 
se iperbole ; sicché nel 1 . caso la locale sarà ellisse ; nel 2. 
iperbole. 

Conrosizio.ye. 

Uniti i centri 0,0', si segnino AX semipnrnmelro di A/l , 
XD parallela od O'S , ed AC = AD. Indi tracciale le Vp , 
Q'9 polari di P , e Q , OG quarta proporzionale dopo XD , 
OC , O'S , ed OF media Ira OP , OQ , c parallela ad AX , 
pel ponto di mezzo di pi] si tiri oe parallela ad OF , e </.« pa- 
rallela a GF. 

L’iperbole o ellisse ( come sopra si é dolio ) deseritte co se- 
midiametri eonjugati oif , ot sarà la locale renata . 

Se i diametri delle due cune eonjugati a quelli , che ri- 
sultano dalla congiungente dei centri sian paralleli tra loro , 
cioè se sia O'S parallelo alla tangente in A , la XD cadrà stil- 
la XA il diametro OC si distenderà sul diametro OA , e la 
composizione sarà la seguente. Essendo AX il semiparametro 
di AA' ; P' , Q' , poli di P , o Q ; OG' quarta proporziis- 
irnle dopo AX , OA , O'S ed OF media tra OP , OQ , e pa- 
rallela ad AX pel punto medio di P'Q' si tiri 0'»' paral- 
lela ad OF , e QV parallela a G'F . Sarebbero cosi o'Q', e'*' 
i semidiametri della locale . 
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Nel caso , che si trovasse a distanza infinita uno de’ punti p , 
9 , il che si verifica quando uno de’ punti P , o Q si confon- 
de col centro di. (0) , cioè quando il perimetro di (0') pas- 
sa per 0, la locale avrebbe un vertice , e sarebbe mancante di 
centro . Quindi sarebbe una parabola ; come infatti rilevasi 
dalla stessa analisi , la quale per questo caso ( trovandosi a di- 
stanza infinita per esempio if) da Vz’ .pz.OC :: OP.OA : OG’ , 
il che dinota una parabola , la di cui costruzione 6 di per se 
manifesta . Rammentando ora ciò , che si è detto Bella prece- 
dente determinazione può conchiadcrù che la locale sarò iper- 
bole , ellisse , o parabola a misura che dal centro di (0) pos- 
sono condursi ad (0') due , munti , od usa sala tangente» 

ConoLidMto. 

Essendo AC = AD , il diametro OC avrà he ordinate pa- 
rallele ad XD , ossia ad O'S. Quindi i poli delle tangenti in 
P , e Q dovran trovarsi su quel diametro ; ma questi poli deb- 
bono pur trovarsi sulle f'p , Q ’q , polari di P , e Q , adun- 
que essi saranno precisamente i punti p , q . Segue da dò , 
che i poli delle tangenti la (0') nelle estremità del diame- 
tro , che passa pel centro di (0) corrispondono alle estremità 
di quel diametro della locale , che passa pel centro medesimo 
e 1 di cui coniugato è parallelo al coniugato al diametro di 
(0) , che passa pel centro di (0') . 

Ciò premesso propongasi a descrivere quell’ altra locale, che 
contenga i poli di tutte le rette tangenti la (o) . A qual’ effet- 
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to essendo P , Q i poli delle V'p , Q'q tangenti della (o) nel- 
le estremità de! suo diametro pq , che passa pel centro di (0) 
riconosceremo , che i punti P , Q siano gli estremi di quel dia- 
metro della novella locale , che passa pel e entro di (0), o ì di 
cui conjugalo dovendo esser parallelo al coniugato di OC , ov- 
vero ad XD, si distenderà su di O'S. Finalmente per assegnare 
la lunghezza di un tal conjugalo , essendo ax semiparametro di 
Sh , ed xd parallela ad et , ossia ad AX , si troverà 0 g quar- 
ta proporzionale dopo xd , Oc , or ; Of media tra Op , O9 , e 
si tirerà QS' parallela a gf . Sarebbe cosi O'S' il semidiametro 
conjugalo , che cercasi . Or per effetto di tutto ciò , e della 
precedente composizione ai remo lo analogie Og : Oc ;; or : x d, 
EU OG ; OC :: O'S ; XD . Quindi ( Og : OG ) ( OC : Oc ) 
:: ( or : O'S ) ( XD : xd ). Ma sta OC ; Oc::XD.«f * , starà 
dunque 

Og : OG ;; or : O'S ( 1 ) 

Inoltre essendo OQ : OP ;; OP' : OQ' , ovvero :: Op : Oq , 
si avra PQ : pq OQ : Op , c si si avrà pure PQ : pq OP 
: O9; c perciò PQ’tpj’;: OQ.OPiOp.O^ , vale adire O'Q’: 09* 
t: OF* : 0 r , ossia 


O'Q : oq OF : 0 f (2 g 

Di più avendosi Og ; 0 fi", O'Q : O'S' , Ed OG: OF ;; oq:oi, 
sarà ( Og : OG ) ( OF : Of ) :; ( O'Q : 09 ) ( w : O'S' ) . 
Donde per l’ analogia (2) rilevandosi Og : OG ; ; or : O'S' per 
la ( 1 ) , risulterà O'S = O'S' . Cioè il semidiametro assegna- 
to è lo stesso che O'S . Ed in conchiusiooe la locale a de- 
ferì versi t la stessa curva ( 0 '). Quindi regge anche per qu«- 
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sio caso la reciproca corrispondenza tra la data corra , e Ja 
derivala , notata piu sopra in diversi rincontri. 

7. Qui pure potrebbe avvenire, nel coso ebe la curva (0') fosso 
iperbole , che la congiungente dei centri non incontrasse il suo 
perimetro, o che dessa si distendesse sopra uno dei suoi assinto- 
li ; ma dopo la esposizione del caso generale, ci sembra super- 
fluo ogni altro esame. Unicamente faremo avvertire, che in que- 
sti due casi la locale è ipe -bole, e si vedrebbe che anche in ques'i 
due casi la locale dei poli delle tangenti la (o) a riguardo della di- 
rettrice (0) sia sempre la data curva (0') » 

8. In secondo luogo per 1’ altra cuna diasi una parabola , fuj. 

e sia OQP il suo diametro , che passa per O , ed XD parallela 

alla tangente in Q . Tuli altro poi rimanendo come al n. 6. si 
otterrà identicamente ZT\: TY’ :: ( Va’ : 0;* ) (OC’ : XD’). 

Ma sta ZT* : TY* :: ZQ’ : QN’ ; ovvero , essendo QB quarta 
parte del parametro di OQ, :: ZQ’ : ZQ.QB, cioè :: ZQ : QB, 
starà dunque ZQ : QB ( Va' : Oa’) ( OC' : XD’ ) ; e presa 
la retta S talché stia OC’ : XD’ :: S : QB si avrà 

ZQ : S t: Va’ : Oa’ . (I) 

Or si tracci la Q'q polare del punto Q , avendosi OZ : OQ :: 

OQ' ’. OZ' oppure :: 0 q : Oa, starà , componendo , ZQ : OQ 
f; qz : oz , cioè qz.oz : oa" . E dal confronto di quésta a- 
nalogia colla (!) si rileverà Va’ : qz.Oz :: OQ : S . D’ ondè 
scorgesi che il luogo dei punti V sia iperbole , o ellisse , se- 
condochè la Vi cader debba al di fuori de’ punti 0 , q , o in 
mézzo ad essi . E questa locale si volgerà a parabola , ove il 
punto g si trovasse a distanza influita. 


so 

• DzTEMMtNAItONt. 

Se il punto 0 si trova al di sopra di Q, cioè fuori la parabola, 
avendosi sempre OZ.OZ' == OQ.OQ' , ovunque cada il punto 
Z , il punto Z' cadrà sempre fuori di 0 , e Q. Perciò anche Va 
cailrà fuori di 0, e q ; e la locale sarà una iperbole. AH' oppo- 
sto, se 0 si trovi al di sotto di Q, cioè dentro la parabola, per la 
stessa ragione ora addotta , si vedrà che Vz debba necessaria- 
mente cadere tra 0, c y : sicché {ter tal caso la locale è ellisse. 

CoMPOsixtoirg. 

Segnato il diametro AAQ parallelo a quelli della para Itola , 
AX semiparametro di AA , ed XD parallela alla tangente in 
Q, si tagli AC quanto AD. Indi rinvengasi S talché sia S a QB 
in ragion duplicata di OC ad XD ed 0 6 quarta proporzionale 
dopo S , OQ , Oy , e parallela ad AX . 

L’ iperbole , od ellisse ( come sopra si è detto ) descritta col 
diametro trasverso Oy , e col parametro 04 , che la tocchi in 
0 sarà la locale cercata . 

i « 

Osastr moni. 

Quando la parabola data passa per 0 l’analisi da Va* rOC.Oa 
= OA : S. Quindi la locale è una parabola , e 1 suo parame- 
tro sarà una quarta proporzionale dopo S , OA , ed OC. Ed 
ora può conchiudersi , che la locale è iperbole , ellisse , e pa- 
rabola a misura , che dal centro di (0), possono tirarsi alla pa- 
rabola due , n iurta , od una sola tangente . 
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Da quanto ai è detto risulta . 

/.* Che la locale passa sempre pe ’l centro di (0). 

11° Che I altro vertice del diametro della locale , che passa 
pel centro di (0) i il polo della tangente della parabola nel ver- 
tice del suo diametro , che passa per lo stesso centro. 

III.' Che il conjugalo a questo diametro della locale è paral- 
lelo al conjugato al diametro di (0) parallelo ai diametri del- 
la parabola. 

Dopo ciò, se ai chiedesse la descrizione dell’altra locale , che 
contenga i poli delle tangenti la (o) , ragionando c ome al corol- 
lario del n.6, si vedrà, che dessa sia la stessa parabola data dap- 
prima , 

9. Percorsi intanto i diversi casi del problema che risultano 
dalla varia combinazione delle curve coniche a due a due , ed 
avendo osservato , che in luti’ i oasi la locale sia un’ altra curva 
conica, e che in luU’i casi si verifica tra la curva data , a la lo- 
cale risultante quel la reciproca corrispondenza , che abbiamo 
notato , rileveremo in generale il seguente 

T jr o * M m A J. 

In due curve coniche proposte la locale de poli dell una a ri- 
riguardo delle tangenti della seconda , è anche curva conica , 

£ scambiando la locale colla seconda delle curve proposte si 
troveranno in questa allogati i poli delle rette tangenti 1' altra. 


11 


10. Se in vece della curva a etti la f f dev’esser continuamen- 
te tangente fosse data la locale , clic ai è ottenuta in ciascun 
caso, la qnale nasce dal complesso ile' punti V, poli delle 
ed in Tece del problema , che si k finora esaminalo si fosse pro- 
posto 1’ altro di determinare la curva a cui le polari di ciascun 
punto di quella siano continuamente tangenti , si troverebbe 
con un cammino retrogrado a quello seguilo, che questa è sem- 
pre la stessa curva , da cui la locale ha preso ulìgine. E sì è 
poi veduto che desta va determinata colle stesso regole stabilite 

nelle varie composizioni per assegnare i delernùnamU della lo- 

.... V 

cale ; quindi ; 

T t o » t mi ir. 

Se i poli di i ma lezioni conica percorrono un altra lezioni 
conica , le loro polari toccheranno continuamente una terza le- 
zione conica. 

4 1 .11 f * de teoremi qui sopra esposti potrebbe enunciarsi ad 
seguente modo : In due curve coniche propone la locale de' punti 
di concono delle tangenti tirate ad una per t estremità di qua- 
lunque tua corda , che tocchi l altra , t i curva conica . 

E scambiando la locale colla seconda delle curve proposte -, 
si troventnno in questa allogati i punti di concorso delle tan- 
genti tirate sempre alla prima per t estremità di qualunque sua 
corda che tocchi quella locale . 

Ma comunque nel latto questo teorema sia identico al primo, 
pur tuttavolta il secondo è di questo men generale, dapoiebè 
nell’ ultimo esseuxisdmente richiedesi. , che le rette tangenti f 
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e fi a delle curve proposte abbiano ad intersecar V altra , nè pia 
reggerebbe ove non la incontrasse. Quandocchè il primo reg- 
ge costantemente , siavi o pur no lo incontro , di cui trattasi. 

12. La corrispondenza che si è fatta rilevare tra la data corra, 
e la curva derivata , a riguardo di un altra curva assunta co- 
me direttrice dei poli è aiata per la prima volta notata dal- 
l’ insigne geometra francese M. de Poncclet , ma per vie che 
nulla han di comune col metodo da noi seguito . Ed è per 
siffatta corrispondenza , eh’ egli ha dato a queste curve la de- 
nominazione di polari reciproche , delle quali ha esposta , ed 
estesa la teorìa alle curvo , e superficie nello spazio . Non es- 
sendo nostro scopo di entrare sii questa materia in ulterio- 
ri gettagli , rimettiamo i cultori della scienza alle dotte me- 
morie del citalo illustre geometra ; ma certo che la scienza 
deve a quest’ nomo insigne lo stabilimento di una importan- 
tissima teorìa nei rami delle matematiche , e che , coltivata , 
come il richiede , presenta vasto campo a novelle ricerche , « 
sommo ajuto ai progressi della dottrina . 

iS.Porrcm fine a questo lavoro con qualche osservazione in- 
torno alla determinazione della locale , che ne ha formato lo 
scopo . Ed in vero le diverse determinazioni , che abbiamo as- 
segnate , sono conseguenze immediate dell' analisi geometrica. 
Ma conoscendo solo , che in generale la locale , che cercasi è 
una curva conica , avressimo potato determinare quale special- 
mente fosse pei, singoli casi da un genere di considerazioni , an- 
che geometriche , ma di Jult’ altra natura . Nè sia superfluo il 
Veder decotto da altre vie tante verità più sopra esposte. 
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Ritornando dunque al 1° caso , se la curva del centro O sia 
ellisse , qualunque sia la di lei posizione rimpetio alla parabola 
la f ® tra le sue infinite posizioni deve necessariamente divenir 
due volte parallela ai diametri della paratala , il che si verifi- 
ca allorché passa pe’ punti B , S estremi del diametro BS con- 
iugato a PQ . Or quando ciò avviene , i punti V , che sono 
al n. di quattro, (cioè due per un lato, e due per un altro) deb- 
bon trovarsi a distanza infinita ; quindi la locale aver deve ne- 
cessariamente quattro rami infiniti ; c sarà perciò una iperbole, 
come si è rilevato al n. 1., ed i di cui assìutoti saranno paral- 
leli alle tangenti della parabola no’ punti p', <f". Ma quando (0) 
fosse iperbole la sua posizione rimpctto alla paratala può es- 
ser tale che o non ammette alcuna tangente parallela ai diame- 
tri di quella , il che si verifica quando il suo perimetro è in- 
contrato dal diametro PQ parallelo a quelli della paratala ; o nc 
ammette anche due , il che avviene quando il suo perimetro è 
incontrato dal diametro BS , coniugalo a PQ ; o finalmente ne 
ammetto una soltanto , il che si ha se un suo assiulolo è paral- 
lelo ai diametri di (P) . Allorché non nc ammette alcuna , nin- 
no dei punti V può trovarsi a distanza infinita. Quindi la loca- 
le , non polendo avere rami infiniti , saia una ellisse . Se poi 
ne ammette due , la locale dovendo avere di bel nuovo quattro 
rami infiniti , sarà uua iperbole , i di cui assinloti saranno e- 
gualmunte paralleli alle tangenti della paratala in f , * 

E finalmenmeulc quando siavi una sola tangente parallela ai 
diametri di (P) , due punti V soltanto si troveranno a distan- 
za infinita ; perciò la locale avrà due rami infiniti , e sarà una 
paratala. Oud' c che per i casi esaminali a’ num. 1 ^2 , e 3, 
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iti locale i iperbole , ellisse , o paratola a misura , che alla 
curva (OJ possono condursi due , ninna , od una sola taiigei »• 
le parallela ai diametri di (P) , o , che torna allo stesso , a mi- 
sura che (P) ammette due , niuno , od un sol diametro tangente 
ai(0 ) - 

Kipighando il caso del n. 4. , cioè quando son date due 
parabole (P) , e (P') , osserveremo che una sola tangente può 
condursi a (P') parallela ai diametri di (P) , e quindi due pun- 
ti V si troveranno a distanza infinita. Ma è però da osservarsi 
che(P') ammette inoltre due tangenti a distanza infinita paral- 
lele al suo diametro OQ ; c j>er questa circostanza due altri 
punti V si troveranno a distanza infinita . Essendovi dunque 
quattro punti V a distanza infinita , la locale dovrà essere una 
iperbole , un’ assinloto di cui è parallelo alla tangente in A , 
e i altro a quel diametro di (P) , che ha le ordinate parallele 
ad OQ. Che se (P), e (P') abbiano ■ diametri paralleli, come nel 
n. 5 , in questo caso due soli punti V si troveranno a distanze 
infinita ; e la locale dovendo avere due rami infiniti sarà pere* 
l.ola. In conseguenza , pel caso , in cui son date due parabole 
la locale ì iperbole , o parabola , secondoche la direttrice dei poli 
ammette uno ; o muti diametro tangente alt altra. 

Esaminando sotto 1’ aspetto medesimo il caso del n. 6. , ve- 
dremo , che, perché possa trovarsi a distanza infinita alcuno de’ 
punti V , la $ dee passare pel centro di (0). Or se (0') è el- 
lisse.qualunque sia (0) , cioè o ellisse o iperbole , la può 
passare due volte per 0 , se questo punto si trovi al di fuori del 
perimetro di (0') ; vi passerà una volta se quel perimetro passa 
l*r 0 , e uou potrà passarvi affetto se 0 ti trovi al di dentro 
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del perimetro isiesso. Nei i" esso adunque vi saranno quattro 
punti V a distanza infinita . Quindi quattro rami infiniti , e la 
locale sarà iperbole . Nel 2* vi saranno due punti V a distanza 
infinita ; e perciò lo locale sarà parabola . Nel 3* caso final- 
mente, non essendosi alcun pnnlo V a distanza infinita, la loca- 
le non potrà avere rami infiniti , e sarà una ellisae. Se poi (0') 
è iperbole , quando il ano diametro FQ , che passa per 0 no 
incontra il perimetro , la f , non potrà affatto passar per O , 
»e questo punto si trovi al di fuori di P , e Q : vi passerà 
dnc volte , se 0 ai trovi compreso tra P , e Q , e vi passe- 
rà una volta sola , se o P , o Q passa per 0 .Quindi nel 1‘ 
caso non vi sarà alcun ]>unto V a distanza infinita , nel T ve 
ne saranno quattro , e nel 3* due soltanto . Sicché nel 1* ca- 
so la locale sarà ellisse , nel 2* iperbole , e nei 3° parabola. 
Se poi la posizione della iperbole sia tale , che PQ non in- 
contra il suo perìmetro , <p<p potrà sempre dne volte passar 
per O , anche se i punti 0 , ed 0' si confondano , perché 
ijì questo caso la doppia posizione della f f ai troverà sopra i 
dne asaintoti . Quindi polendo esser i sempre quattro punti V 
9 distanza infinita , la locale avrà quattro rami infiniti , ed in 
conseguenza sarà una iperbole . Sicché anche pel caao del n.6 
regge il criterio , che la locale è iperbole , ellisse , o parabola , 
a misura , che (0) ammette due , mimo , od un sol diametro 
tatù/ ente ad (O'J. 

.. Pel caso dei o- 8- cioè quando la curva direttrice de! poli 
sia dotata di centro , e V altra sia parabola, i punti V dovran- 
no benanche trovarsi a distanza infinita, quando passa per 0. 
Qr egli è chiaro , che vi passerà due volle se 0 sta fuori 4 
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perimclro dalla parabola , non vi passerà affatto se sta dentro 
di esso ; e vi passerà una volta , se il perimetro della para- 
bola passa per 0 . In conseguenza essendovi nel 1° caso quat- 
tro punti V a distanza infinita ; nel 2* niuno , e due nel 3" ; 
nel 1“ caso la locale sarà iperbole , ellisse nel 2* , e parabola 
nel 3°. Quindi regge pur questa volta il criterio , che la localo 
è iperbole , ellisse , o parabola sccondochc (0) ammette due , 
stilino , od un sol diametro tangente alla parabola. 

È da avvertirsi che , in luti’ i casi oc’ quali la locale è iper- 
bole , i suoi assinloti sono, com'è chiaro, paralleli alle tangenti 
della curva direttrice dei poli nei punti in cui la ne incon- 
tra il perimetro quando passa per O , cioè allorquando essa di- 
viene diametro della direttrice. £ questa circostanza servirebbe 
a farli immanlinenti assegnare , e quindi a rendere piti spedite , 
ed agevoli le composizioni date ne’ vaij casi. 

Riepilogando intanto quanto si è detto , ne conchiuderemo 
il seguente 


Canone. 

Se son date due parabole , la locale è iperbole , o parabola . 
sccondochc la direttrice dei poli amsnette uno , o tuun diametro 
tangimte alt altra curva, 

E , fuori di questo caso, qualunque siano le due curve date , 
la locale è iperbole , ellisse , o parabola , secondoche la direttri- 
ce de' poli ammette due , niuno , od un sol diametro tangente 
fiir altra curva . 
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OSSERVAZIONE. 

Non è qui fuor di proposito osservare , che il novello gene- 
re di geometriche considerazioni adoperato uel numero prece- 
dente possa riescile utilissimo in argomenti affini , sia che le 
ricerche per essi istituiscane') co’ metodi antichi , sia che sotlo- 
pongansi alla moderna analisi . E qui per ora specialmente no- 
teremo com’ esso conduca alla pronta determinazione degli as- 
intoti delle iperboli , sempre che trattisi di una tal curva. 

l’er ultimo conviene avvertire che i semplicissimi principj se- 
gnati dal nostro illustre Pergola per la soluzione analitica del 
problema , che ci ha occupali , valgono per due curve qualun- 
que , e comunque date, abbencbè si veggano da lui limitali al 
solo caso di uu’ ellisse , ed un cerchio concentrici ; ma , com* 
ci stesso il previene , non ha ciò praticalo che a solo oggetto 
di acconcia brevità , e chiarezza. Ed i giovani che amano di e- 
aercitarsi in siffatte ricerche potranno assicurarsene : che anzi 
potranno anche, volendolo, partire dall’ equazione la più gene- 
rale alle curve coniche , sol che si abbiano preparata la corri- 
spondente equazione ad una sua tangente. 


o 
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( Noia ai teorema 4* ) 


Le due pirli , che compongono questo teoremi sono il risanamento 
dell’ esame dei verj cui , che possono nascere dalla combinazione delle 
corre coniche a duo a due , essendo questo 1' andamento caratteristico 
del metodo geometrico , che abbiamo seguito ; o noatro scopo essendo 
stato quello di presentare con tal metodo appunto la compiuta soluzione 
di un problema , che* forma la base di una teorica importantissima per la 
Geometria, 

Per 1‘ opposto adoprando i metodi algebrici può porr coirli a rilega- 
re generalmente le feriti medesime da una sola equazione ; ma que- 
sta equazione dovrà poi essere discussa , ed esaminata secondo le varie 
combinali ooi delle curve , per conoscere in ciascun case la natura del- 
le locali corrispondenti , i loro determinanti , le loro affezioni , ed il cor- 
eo loro relativamente alle curve , che sou date . in somma converreb- 
be adempier dopo a quanto nel cammino geometrico è alato fatto dappri- 
ma ; nel che principalmente consiste la differenza tra i due metodi , In- 
tanto, poiché nelle soluzioni algebriche a nostra conoscenza date finora del 
presente problema , non si è fatto convenientemente , e generalmente ri- 
levare ( come per metodo richiede**» J la reciproca oorriapqodeua , che 
passa tra le date curve o la locale , e che forma la seconda parte del no- 
stro teorema , troviamo beo fatto abbonarne qui brevemente una solu- 
zione , a solo oggetto di eonchiudeme le due pasti del teorema ; lasciando 
poi ad esercii» de’ giovani lo sviluppo, « la compiuta discussione de’ ri- 
sulta menti . 

Sian quindi proposte due curve qualunque di 9. enfine (A) , (B) , a sì 
cerchi il luogo dei poli , relativamente ad (A) , delle rette tangenti a (ty . 

Presi per tasi qualunque diametro di (A) «la tangente nel suo verti- 


ce , le due curve potranno generalmente 


i dinotate con le equazioni 
y* = dui* -p* fos (A) 

Ay’ + 2 -M C* + Ite* -M ** + ?=?;# {ty 
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Ciò posto si chiamino d, u le^ncMinatc df urto dei pìtnli cereali . poli nel- 
la curva (A) , l' equtsiouo della sua corrispondente polare sari , com' è 
noto 

p« = i( Im -f- n ) -f- i» (a) 

Poiché dunque la retta cui quest' equazione appartiene dev' essere as- 
soggettata alla condizione d' incontrare la curva (B) toccandola , combi- 
nando Ira loro le due equazioni (B) , (a) potranno ottenersi te coordinale 
del punto di contatto . A tal effetto si sostituisca alla y della prima la y 
della seconda , e si otterrà la seguente equazione di 2. grado in r 

*’ ^ A ( im + n )* -f» 2 Bu ( Im + * } -J- Ite’ ^ -f- 

• r i . 9 

Mn{lm -f- n) -f- Bn/a +C«((in -+■«)+ Co \ + 

An’f + iCatx + Fa’ 




in eui , per la condizione del contatto . dev' essere il quadralo della meri 
del coefficiente del 2. termino eguale alT ultimo termine . Profittando 
quindi di questa relazione ti ha immantinente tra I ed « l' equazione 


^Afn ( fin n ) -f- Buia -f- Cu ( Im 

. ,• f 

^A (in* + * )’*{- 2Bu{lm-|-*j4' Du’^ ^ 


+ «)+E’)’ = 

AnT ■+• 2Cnlu+Fu’^ 


- •: r 

«• 

V 

.1, 

i. 


la qualo apparterrà in conseguenza alla locate cercata . K poiché dopo i 
convenienti sviluppi , c dopo aver cancellalo i termici , che scambievol- 
mente ai distruggono coli fattore a’, comune a termini che restano, 
quest' equazione si riduce ai! , . , , .. 


a* (E 1 — FD) + 2a^ (Im + n ) ( CE - BF ) + In ( BE - DO. A +) 
fn'(B' — AD) + (ifw + n)'\C' — ÀF) -f 2 In {Im + n) ( AK — BC ) ) 
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w risulti , cho la locale richiesta aia un' altra curva di a. ordine ; il che 
corrisponde alla prima parte ilei «ostro teorema. 

Attualmente *o prese per curve date (A) , e la locale trovata (B') , 
ritenuta tempre la prima come direttrice de" poli , ti cercaste 1‘ equazione 
delia sezione conica luogo de' poli delle rette . che toccano (Bt) , dovrebbe, 
come ti ò topra praticato , combinarti l' equazione (B*J coir equazione 
di u na retta pariformo ad [a) . Poiché dunque (B" ) è iurta dall' aver com- 
binato (B) con (a) , ò chiaro che volendo , dietro le medesime condizioni 
di contatto , combinare (B' ) con (n) debba ritornarsi esattamente in (B) . 
Vale a dire la lucale cho ora cerchiamo è la stessa curva (B) data dap- 
prima ■ E perciò le tre curve ( A ) , (B) , (B') han tal nesso tra loro , cho 
essendo (\) la direttrice dei poli , mentre (B ) ò il luogo dei |wli delle 

rette , che toccano (B) , viceversa (B) òil luogo dei poli dolio rette , che , 

(errano (B j . Il thè riproduce la feconda parte del teorema . 

Accenneremo qui di passaggio , che lo stesso metodo pud vilero ad 
•Stendere queste ricerche alle curve di ordine superiore , ed alle curvo , 
e superficie nello spazio ; ma di questi argomenti ci riserbiamo a trattar 
proposito in altra occttioop . 


• > ■♦»« « » 
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